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1 序—多重 Bernoulli 数—
Bernoulli数の定義は，
tet 00 B 
et -1 =L__!l:_t叫n! n=O 
の2通りあり，これらは
t 00 C 
et -1 =L二 tnn! n=O 





多軍 Bernoulli数は，これらの Bernoulli数をポリログLik(x):=区~=1 炉/nk (k E Z, 
lz < i)を用いて拡張したものであり，それぞれ，
00 恥 (1-e―t) Bn (k) 
1-e-t = L n! t叫
n=O 
00 恥 (1-e-t) Cn (k) 
et -1 = L n! tn 
n=O 





k¥n ゜1 2 3 4 5 6 4 1 1 49 41 26291 1921 845233 16 1296 3456 3240000 ―144000 1555848000 
3 1 1 11 1 1243 49 75613 8 216 288 54000 7200 3704400 
2 1 1 1 1 7 1 38 4 36 24 瓦 面 2205 




2 百 30 石
゜1 1 1 1 1 1 1 -1 1 2 4 8 16 32 64 
-2 1 4 14 46 146 454 1394 
-3 1 8 46 230 1066 4718 20266 
-4 1 16 146 1066 6902 41506 237686 
表 1:B炉(-4:S kさ4,0 :Sn :S6) 
k¥n ゜1 2 3 4 5 6 4 1 15 1085 2375 1567541 105707 35635723 16 1296 3456 3240000 432000 1555848000 
3 1 7 早 137 12493 161 291703 8 216 288 54000 7200 3704400 
2 1 3 17 5 7 7 38 4 36 24 痴 120 2205 




2 6 30 西
゜1 ゜゜ ゜゜゜゜-1 1 1 1 1 1 1 1 
-2 1 3 7 15 31 63 127 
-3 1 7 31 115 391 1267 3991 
-4 1 15 115 675 3451 16275 72955 
表 2:dk) (ー4:; k :;4, 0 :;n :;6) 
多重Bernoulli数の性質はいくつか解明されており，例えばB版の興味深い性質としては，
漸化式： B炉=n: 1 { B乞1)-旦 (m~l戸｝
双対公式： B;,-k) = Bk-n) (n, k 2:0) 
組合せ論的解釈： B;,-k) = #.C(k, n) 















『;1] = [m~1] +n[:] 
および初期値
[~] = 1, [隠＝旦]= 0 (n, m cJ0) 
で定義する．
下降階乗べき (fallingfactorial) (x)n = x(x -1) .. (x -n + 1)とすれば，
(x)n = (-1r t(-1rド]xm (2.1) 
が知られており，こり笠式だ杢腑りま底埋度狸触主至上文重嬰な役割度担立：















ころである．つまり， （始まりは適当な）連続する m+l個 (m;::k)の多重Bernoulli数
B~-k), Bi~;l, .. , Bi~ 悶 (nは任意）

















定理 3.3(双対型零化公式）．任意の整数nおよび正整数k,m (k::; m)に対して，
m芦。（一l)i[7:12]Bkーn-j)= 0, 互。（一i/[7:11]cに「―j)= 0. (3.3) 
ここで，定理 3.1 での孔Q先息仝少制艇が解除登れ旦整数全佐仝と艇迂区gビ~委ことに














で与えられることがわかる.k=m=2のとき， (x-2)2 =炉 -5x+6より， (3.2)は
Bi-2l = 5B~ ロ~-6Bt塁
である．右辺の多重Bernoulli数に具体的な数値を代入してみると，表1より，
5・4 -6・1 = 14 = B~-2l 
5-14-6-4=46 =B1-2l 
5・46 -6・14 = 146 = Bt2l 
(n = 2), 
(n = 3), 
(n = 4)
となって，零化公式が成り立っていることがわかる．一方で， (3.4)は，
犀=i (5B~n-1) -B~n-2)) . 
同様に右辺を計算してみると，表1より，
1 1 
-(5・1 -1・4) = - = B罰=B砂
6 6 
i(5•i-1 ・ 1)=直=B~2) 














定理 4.2(Brewbaker [3]). 非負整数k,nに対して，




B(k, n; m) := { A E,C(k, n) A[~,[~!'.·,·A.[~ 冒~:し｝
とおく．特に B(k,n; 0) = ,C(k, n)であるここで， A[j]は行列Aの第j列の K次列ベクト
ルを表し， 0,fはそれぞれ成分が全て 0,1のK次列ベクトルを表しているこのとき，次が
成り立つ：
定理 4.3(大野・佐々木 [7]).非負整数 n,k, m (1さk::;n, 0さm:::;n)に対して，
m 
#B(k, n; m) =Ls誓旦(k,n -j). 
j=O 
ここで， s;m)は前節で導入した零化公式の係数部である．さらに，次が言える．
定理 4.4(零化公式大野・佐々木 [7]).正整数k,n,m(k::; m::; n)に対して，
B(k,n;m) = 0.
すなわち，






系 4.5(ロンサム行列の数え上げ）．正整数k,n, m (k::; m::; n)に対して，
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